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3Uvod
”Um koji stalno primjenjuje geometriju tesˇko c´e ucˇiniti pogresˇku”
Ibn Khaldum
U prvom poglavlju rec´i c´emo nesˇto o tome zasˇto treba ucˇiti geometriju. Navesti c´emo
razloge za ukljucˇivanje geometrije u kurikulum matematike: prosˇirivanje svijesti o
prostoru, razvijanje vjesˇtine zakljucˇivanja, njezino c´e nas proucˇavanje potaknuti, iz-
azvati i informirati. Rec´i c´emo nesˇto o kurikulumima geometrije pojedinih zemalja
i razlikama medu njima kao sˇto su povezanost geometrije sa stvarnim svijetom i
vazˇnost koja se pridaje dokazu.
Pocˇeci ucˇenja geometrije, prvi susreti ucˇenika s njom ono su o cˇemu c´emo govoriti
u drugom poglavlju. U ovom c´emo se poglavlju dotaknuti i prepoznavanja oblika i
tesˇkoc´ama koje se javljaju pri istome te kako ih rijesˇiti, kako uvesti pojam kuta te
kako pravilno koristiti kutomjer. Na kraju ovoga poglavlja rec´i c´emo nesˇto o po-
plocˇavanju ravnine kao mediju za razvijanje prostornog zora i istrazˇivanje svojstava
oblika.
U trec´em c´emo se poglavlju baviti osnom simetrijom te kako ju proucˇavati (primjeri
zadataka iz ucˇionice), svojstvima kuta i trokuta navodec´i i svojstvo jednakokracˇnog
trokuta i njegovu primjenu. Rec´i c´emo nesˇto i o svojstvima cˇetverokuta te mnogo-
kuta uz zanimljiv i poucˇan primjer s pravilnim dvanaesterokutom koji je moguc´e
lako uklopiti u nastavni sat.
U posljednjem poglavlju bavit c´emo se vazˇnosˇc´u i korisnosˇc´u konstrukcija te kons-
truiranjem trokuta. Nakon toga rec´i c´emo nesˇto o sukladnosti trokuta i njezinoj
primjeni pri dokazivanju kroz zadatke povezane s prakticˇnim situacijama. Na kraju
rada spomenut c´emo Van Schootenov poucˇak i dokaz pomoc´u sukladnosti trokuta.
41 Uloga geometrije
1.1 Zasˇto ucˇiti geometriju
Geometrija posjeduje neposrednu intuitivnu privlacˇnost na jednostavnoj razini.
Od rane dobi djeca se igraju oblicima opazˇajuc´i njihova ocˇigledna svojstva i proma-
trajuc´i u kakvom su odnosu jedni prema drugima. Takoder promatraju veliku raz-
nolikost i jednostavnih i slozˇenih geometrijskih konfiguracija u vlastitom okruzˇenju
i stjecˇu dio jezika povezanog s njima. Neformalno ucˇe prepoznavati oblike kao sˇto
su krugovi, cˇetverokuti i trokuti i pocˇinju razumijevati rijecˇi poput vodoravno, oko-
mito i paralelno. Prvi koraci u ucˇenju geometrije ticˇu se imenovanja, opisivanja,
klasificiranja i stvaranja poveznica s mjerenjem, polozˇajem i kretanjem. Opisiva-
nje i klasificiranje nisu nuzˇno trivijalni zadaci sˇto postaje ocˇito kada, na primjer,
promatramo svojstva razlicˇitih cˇetverokuta i poveznice izmedu njih. Sˇtoviˇse, oni
vode k slozˇenijim zahtjevima definiranja i zakljucˇivanja. Mjerenje je ocˇigledno od
velike prakticˇne vazˇnosti i odreduje ucˇenicˇko razumijevanje koncepata duljine i kuta
i povezane koncepte kao sˇto su povrsˇina i volumen, ali je osnova geometrije i izvor
njezine beskrajne privlacˇnosti nacˇin na koji zakljucˇivanje igra kljucˇnu ulogu u do-
kazivanju rezultata koji su cˇesto kako jednostavni tako i iznenadujuc´i.
Odlicˇan primjer iz ucˇionice koji sadrzˇi ovaj element iznenadenja prikazan je na Slici
1. Od ucˇenika se trazˇilo da nacrtaju bilo kakav cˇetverokut, oznacˇe poloviˇsta stranica
i tada spoje te cˇetiri tocˇke kako bi napravili josˇ jedan cˇetverokut. Usporedivanje
brojnih dobivenih primjera sugerira kako je rezultat uvijek paralelogram.
Slika 1: Zasˇto je to paralelogram?
Rezultat sam po sebi ima neposrednu privlacˇnost, ali dokaz koji objasˇnjava zasˇto je
on istinit takoder sadrzˇi vlastitu neposrednu privlacˇnost zbog svoje jednostavnosti.
U dijagramu s desne strane na Slici 1 konstruirana je jedna od dijagonala pocˇetnog
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Teorem o srediˇsnjici govori nam kako je dijagonala paralelna s dvjema stranicama
koje lezˇe sa svake njezine strane te od njih i dvostruko dulja. Ovaj par suprotnih
stranica je dakle i paralelan i jednake duljine, cˇime se dokazuje kako je cˇetverokut
dobiven spajanjem poloviˇsta paralelogram. Ovaj rezultat poznat je i kao Varignonov
teorem.
Razlozi za ukljucˇivanje geometrije u kurikulum matematike su usko povezani s raz-
lozima zasˇto se matematika ucˇi kao takva, ali je zanimljivo za primijetiti kako je
geometrija, u obliku zatvorene studije u Euklidovim “Elementima”, imala domi-
nantno mjesto u kurikulumu u Ujedinjenom Kraljevstvu i bila je preduvjet za upis
na sveucˇiliˇste sve do kraja devetnaestog stoljec´a. Tijekom dvadesetog stoljec´a sve je
viˇse prepoznavano kako bi matematika trebala imati srediˇsnje mjesto u obrazovanju
svih ucˇenika i kako geometrija u nekom obliku ima kljucˇnu ulogu i u sˇirem mate-
maticˇkom kurikulumu.
Tri sˇira razloga za ukljucˇivanje geometrije:
- prosˇiriti svijest o prostoru
- razviti vjesˇtine zakljucˇivanja
- potaknuti, izazvati i informirati.
Prostorna svijest je prilicˇno nejasna, ali svakako vazˇna ideja koja se ticˇe nasˇe spo-
sobnosti percipiranja i rada s geometrijskim tijelima. Prepoznajemo korisnu ulogu
posjedovanja smisla za oblik i prostor u sˇirokom rasponu situacija u jednostavnim
svakodnevnim zadacima kao sˇto su podizanje polica ili cˇitanje karte i u sofisticirani-
jim aktivnostima kao sˇto su one jednog graditelja, arhitekta, navigatora ili graficˇkog
dizajnera.
Uz to, unutar same matematike geometrijski prikazi su vazˇni alati za rad s nu-
mericˇkim i algebarskim problemima. Trebamo samo pogledati u niz trokutastih
brojeva, prikazan na Slici 2, kako bismo vidjeli da geometrijski prikaz mozˇe omoguc´iti
kako razumijevanje tako i privlacˇnost.
Cˇesto se tvrdi kako su matematika, a posebno geometrija, vrijedne komponente
sˇkolskog kurikuluma jer osiguravaju kontekst za razvoj ucˇenicˇkih vjesˇtina zakljucˇivanja.
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Iako mozˇda ima nesˇto istine u ovome, to ne pruzˇa dovoljno opravdanje za domi-
nantnu ulogu koja se daje matematici u sˇkoli jer se ove vjesˇtine u opc´enitom obliku
mogu naucˇiti preko drugih predmeta. Ipak, ako se prihvati da je matematika vazˇna
iz drugih razloga povezanih s njezinim koriˇstenjem i intelektualnim izazovom i po-
ticajem koje mozˇe pruzˇiti, tada se na geometriju mozˇe gledati kao na ono sˇto nudi
vazˇan nacˇin uspostavljanja onoga na sˇto se neki autori pozivaju kao na matematicˇke
“navike uma”. Ove “navike” povezane su s nacˇinima razmiˇsljanja koji postaju stvar
navike za matematicˇara: stalna potreba da postavljaju i rjesˇavaju problem, trazˇe
obrasce, opazˇaju poveznice i veze i iznad svega dokazuju pretpostavke. Geometrija,
posebno u svom cˇistom ili sinteticˇkom obliku, prikladna je kao nacˇin razvijanja ovih
kvaliteta jer je bogata problemima i teoremima koji imaju intuitivnu privlacˇnost i
zahtijevaju razloge koji cˇesto mogu biti jednostavni, ali ne toliko rutinski ili proce-
duralni kao sˇto je cˇesto slucˇaj s cˇisto algebarskim pristupom. Ovime se ne umanjuje
vazˇnost algebre jer ona ima vazˇnu ulogu u geometriji i mnogo se mozˇe dobiti iz
medusobnog djelovanja izmedu razlicˇitih perspektiva gledanja na isti problem.
Trec´i od razloga za ucˇenje geometrije je da ona mozˇe potaknuti, izazvati i informi-
rati. Ovime se prihvac´a ideja kako je geometrija istinski zanimljiva tema sama po
sebi zbog cˇega se njome treba baviti radi njezine estetske i intelektualne privlacˇnosti
i zato jer je dio razvitka osnove za toliko mnogo aspekata nasˇeg svijeta: simetrije
brojnih predmeta oko nas, sveprisutnosti i korisnosti kruga i drugih geometrijskih
oblika, parabolicˇnog puta kojim putuje projektil, elipticˇne orbite planeta i tako da-
lje. Nadalje, postoje geometrijski rezultati, od kojih je najbolji primjer Pitagorin
poucˇak, koji su od zˇivotne prakticˇne vazˇnosti, ali takoder i izvor velikog unutarnjeg
zanimanja. Geometrijom se je vrijedno baviti jer je ugodna, ali to se uzˇivanje cˇesto
izgubi jer je ova tematika u sˇkolama cˇesto predstavljena kao cˇinjenice koje se trebaju
upamtiti i postupci koji se trebaju slijediti kako bi se rijesˇili standardni problemi,
umjesto kao nesˇto sˇto treba istrazˇivati i oko cˇega treba razmiˇsljati u pokusˇaju razu-
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Zanimljiv primjer koji prikazuje mnoge od kljucˇnih karakteristika geometrije je pri-
kazan na Slici 3. Zadatak je konstruirati tri kruzˇnice koje se medusobno dodiruju
ako su zadana njihova srediˇsta. Konstrukcija koja se zahtijeva prikazana je na li-
jevom dijelu prikaza Slike 3 gdje se srediˇsta kruzˇnica uzimaju kao vrhovi zadanog
trokuta.
Slika 3: Konstruiranje tri kruzˇnice koje se medusobno dodiruju
Prikaz s desne strane pokazuje neuspjesˇan pokusˇaj crtanja takve konfiguracije me-
todom pokusˇaja i pogresˇke. Lako je konstruirati dvije kruzˇnice koje se dodiruju:
problem je pronac´i pravo mjesto na kojem c´e se dodirivati tako da trec´a kruzˇnica
precizno dodiruje preostale dvije. Ovo se svakako mozˇe postic´i eksperimentiranjem
za tocˇno odredeni trokut koristec´i dinamicˇku geometriju, ali cˇim se pomakne jedno
srediˇste konstrukcija se rusˇi. Potrebno je analizirati problem kako bi se pronasˇla
opc´enita metoda, a to omoguc´ava dobru vjezˇbu za geometrijsko razmiˇsljanje.
Prvi korak je napraviti grubi prikaz rezultata kojeg zˇelimo dobiti i istrazˇiti njegove
kljucˇne karakteristike. One su prikazane dodatnim linijama na Slici 4. Zahtjev da
se kruzˇnice dodiruju znacˇi da postoji zajednicˇka tangenta dvaju kruzˇnica na svakom
dodirnom mjestu i tada mozˇemo vidjeti kako bi odredivanje njihovog sjeciˇsta bio ko-
ristan korak. Spajanje te tocˇke s vrhovima trokuta govori nam kako je mjesto gdje
se tangente sijeku takoder mjesto gdje se sijeku i simetrale kuta. Ako razmiˇsljamo o
ovome na drugacˇiji nacˇin, vidimo kako je sjeciˇste srediˇste trokutu upisane kruzˇnice
i kako tri dodirne tocˇke odgovaraju tocˇkama na kojima ta kruzˇnica dodiruje trokut.
8Slika 4: Pronalazˇenje dodirnih tocˇaka kruzˇnica
Sada imamo postupak za odredivanje dodirnih tocˇaka triju kruzˇnica:
- konstruiranje simetrale dvaju kutova trokuta
- od njihovog sjeciˇsta povuc´i okomicu na jednu od stranica trokuta
- nacrtati dvije kruzˇnice koje se dodiruju u toj tocˇci
- konstruirati trec´u kruzˇnicu.
Radec´i na papiru uz pomoc´ ravnala i sˇestara, ucˇenici mogu nacrtati nekoliko dija-
grama koristec´i razlicˇite trokute. Rjesˇavanje problema zahtijeva pazˇljivo osmiˇsljeni
pristup koji ocˇigledno ovisi o kolicˇini geometrijskog predznanja o svojstvima tan-
gente.
Trebalo bi biti jasno kako geometrija ima vazˇno mjesto u kurikulumu matematike
jer sadrzˇi brojne osobine koje mogu doprinijeti opc´enitom intelektualnom razvoju
ucˇenika kao i njihovom matematicˇkom razvoju. Uz to, omoguc´ava prakticˇne vjesˇtine
i znanje koji imaju korisnu primjenu u svakodnevnim situacijama i u velikom broju
zanimanja.
1.2 Kurikulum nastave geometrije
Iako postoji mnogo zajednicˇkih osnova izmedu razlicˇitih zemalja, postoje mnogo
vec´e razlike u sadrzˇaju u kurikulumu geometrije nego sˇto postoje u aritmetici ili
algebri. Znacˇajne razlike pronalazimo izmedu Nizozemske gdje je geometrija jako
povezana sa stvarnim svijetom, i Francuske, Japana i Singapura gdje je vrlo slab
9naglasak na stvarnom svijetu. Takoder su bitne razlike u tome koliko su procedu-
ralni i formalni pristupi i razina na kojoj se daje vazˇnost ideji dokaza. Postoje i
razlike izmedu zemalja po pitanju relativne vazˇnosti koja se daje transformacijama,
vektorima i koordinatnoj geometriji u usporedbi sa sinteticˇkom geometrijom u Euk-
lidovom stilu. Razina do koje se poticˇe ili ocˇekuje koriˇstenje racˇunala uvelike varira.
Ocˇito postoji velik interes i briga mnogih zemalja za kurikulum geometrije tako da
je stanje daleko od staticˇnog.
U Engleskoj je kurikulum matematike odreden Nacionalnim kurikulumom. Kao
odgovor na rastuc´u zabrinutost trenutacˇna je verzija odredila na mnogo jasniji
nacˇin od ranijih verzija tocˇan geometrijski sadrzˇaj koji se zahtijeva. Kljucˇne odred-
nice navedene ispod ovoga pokazuju raspon tema koje se ocˇekuju za ucˇenike dobi
izmedu 11 i 16 godina: svojstva trokuta i drugih geometrijskih likova, svojstva kruga,
odredivanje transformacija, svojstva transformacija, koordinate, vektori, mjere, kons-
trukcije, mjerenja, krivulje.
Kurikulum jasno navodi odredene definicije, teoreme i konstrukcije koje ucˇenici tre-
baju znati. Na primjer, tri tipicˇne detaljne izjave su kako slijedi:
dosjeti se definicije posebnih cˇetverokuta, ukljucˇujuc´i kvadrat, pravokut-
nik, paralelogram, trapez i romb
dokazˇi i iskoristi cˇinjenice kako je obodni kut kruzˇnice jednak polovini
pripadajuc´eg srediˇsnjeg kuta, kut nad promjerom kruzˇnice pravi kut,
kako su obodni kutevi nad istom tetivom jednaki
koristi ravnalo i sˇestar kako bi napravio standardne konstrukcije ukljucˇujuc´i
jednakostranicˇni trokut sa zadanom stranicom, poloviˇste i simetralu duzˇine,
okomicu iz tocˇke na pravac i simetralu kuta
Ako se okrenemo prema Sjedinjenim Americˇkim Drzˇavama, kurikulum geometrije
je pod velikim utjecajem “Kurikuluma i standarda ocjenjivanja za sˇkolsku matema-
tiku” i kasnije revidiranog dokumenta “Principi i standardi za sˇkolsku matematiku”.
Ovi dokumenti nisu tako propisujuc´i kao Engleski Nacionalni Kurikulum, ali opseg
tema i temeljnih ideja imaju mnogo slicˇnosti. Oni se svakako pozivaju na osobitu
vazˇnost geometrije kao sadrzˇaja za razvoj geometrijskoga miˇsljenja dok Engleski
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Nacionalni Kurikulum ne daje geometriji izricˇito posebno mjesto kao sredstvu za
razvijanje miˇsljenja. No, izjave u Nacionalnom kurikulumu imaju za jasan cilj da-
vanje vec´eg naglaska na dokazivanju unutar kurikuluma geometrije u usporedbi s
ranijim verzijama kurikuluma.
Druga znacˇajna razlika izmedu Engleske i Sjedinjenih Drzˇava je vec´a vazˇnost koju
potonja daje u pristupanju geometriji preko sadrzˇaja iz stvarnog svijeta. Vrlo je
malo pokusˇaja u engleskim udzˇbenicima da se geometrija povezˇe sa stvarnim svije-
tom na bilo kakve druge osim trivijalnih nacˇina, tako da se geometrija vec´im dijelom
poucˇava na apstraktan nacˇin kao i u Francuskoj, Japanu i Singapuru. Ovo je dakako
tema oko koje postoji slaba usuglasˇenost. Ne cˇini se da postoji bilo kakvo istrazˇivanje
o relativnim ucˇincima na postignuc´e i stavove u predstavljanju geometrije kao kon-
teksta iz stvarnog svijeta, u usporedbi sa njezinim apstraktnim predstavljanjem.
Povremeno bi se trebale praviti poveznice s primjenama u stvarnom svijetu, ali
ne u lazˇnom uvjerenju kako je motivacija ucˇenika obicˇno ili jedino povec´ana poziva-
njem na korisnost. Mnogo je toga zajednicˇkog izmedu nastavnih planova i programa
diljem svijeta po pitanju tema. Varijacije se pojavljuju po pitanju naglasˇavanja i vre-
menskog uskladivanja razlicˇitih elemenata i relativne vazˇnosti uskladene s prakticˇnim
pristupima, dokazivanjima i primjenama, sˇto rezultira znacˇajnim razlikama u for-
malnosti nacˇina prezentacije koji se primjenjuje. Slicˇno tome, postoje varijacije u
relativnoj vazˇnosti po pitanju sinteticˇke i analiticˇke geometrije i razine do koje su
ukljucˇeni algebra i trigonometrija, i simetrija, transformacije, matrice i vektori.
Mnogokuti i njihova svojstva te kruzˇnice i njihova sastavni su dio mnogih kuri-
kuluma nastave geometrije dok druge krivulje, kao sˇto su parabola i elipsa, nisu.
Konacˇno imamo mjesto za razmiˇsljanje i vazˇnost koju treba pridati dokazu. Po-
vezano s time postoje pitanja o tome sˇto bi se trebalo prihvatiti kao “ocˇigledno” i
sˇto je razumno za ocˇekivati od ucˇenika da c´e moc´i zakljucˇiti i dokazati.
Potreba za dokazivanjem onoga sˇto nam je sugerirala intuicija ili pokus je jedna od
tipicˇnih aktivnosti matematicˇara. Pronalazˇenje dokaza nije samo stvar potvrdivanja
kako je pretpostavka istinita, iako to svakako mozˇe biti snazˇna motivacija. Dokazi-
vanje mozˇe uvelike pomoc´i nasˇem shvac´anju teorema, cˇiju smo istinu vec´ prihvatili,
dajuc´i dublje ili alternativno objasˇnjenje. Nadalje, proces pronalaska dokaza mozˇe
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odvesti do otkric´a novih matematicˇkih ideja.
1.3 Ucˇenje i poucˇavanje geometrije
Brojni primjeri u sˇkolskoj geometriji obuhvac´aju izracˇunavanje kutova. Ovo su
vrijedne vjezˇbe matematicˇkog razmiˇsljanja jer njihova rjesˇenja zahtijevaju poznava-
nje svojstava oblika koji su u njih ukljucˇeni kao i sposobnost pronalaska i koriˇstenja
niza koraka u razmiˇsljanju koja vas vode od onoga sˇto znate do onoga sˇto trebate
pronac´i. Slika 5 prikazuje dva pravilna mnogokuta, sˇesterokut i osmerokut, koji
imaju jednu zajednicˇku stranicu.
Problemski zadatak je odrediti kut izmedu dva mnogokuta, kako je pokazano s lijeve
strane prikaza. Pitanje bi se moglo postaviti kao ”pronadi kut” ili, drugacˇije recˇeno,
”pokazˇi kako je kut jednak 105◦”. Drugi nacˇin ima prednost u tome sˇto naglasak na
odgovoru ucˇenika mora biti na objasˇnjenju umjesto na brojcˇanom rezultatu.
Slika 5: Koliko iznosi kut izmedu mnogokuta?
Dvije su ocˇite strategije za rjesˇavanje zadatka. Jedan je oduzeti unutarnje kutove od
360◦: 360◦ − (120◦ − 135◦) = 105◦. Druga metoda, predlozˇena na desnom prikazu,
je zbrojiti dva vanjska kuta kako bi se direktno dobio trazˇeni kut: 60◦ + 45◦ = 105◦.
Srzˇ problema za ucˇenika lezˇi u shvac´anju kako se moraju izracˇunati ili vanjski ili
unutarnji kutovi dvaju mnogokuta. Problem za ucˇitelja je kako pomoc´i ucˇeniku
kojem manjka nacˇin razmiˇsljanja o tome sˇto se trazˇi i onda pronalaska nacˇina
izracˇunavanja potrebnih kutova. Postoje dva pitanja koja se trebaju postaviti: ”Sˇto
trebasˇ izracˇunati?” i onda ”Sˇto znasˇ o izracˇunavanju kutova mnogokuta?” Ovo zah-
tijeva prisjec´anje ili ponovno otkrivanje uobicˇajenih metoda za izracˇunavanje takvih
kutova.
Kako bi se uspjesˇno ucˇila geometrija potrebno je znanje cˇinjenica, sposobnost logicˇkog
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razmiˇsljanja i, manje laksˇa za objasniti, sposobnost uocˇavanja kljucˇnih karakteris-
tika objekata koje daju indikacije za rjesˇavanje zadatka ili dokazivanje teorema.
Richard Skemp je identificirao dva sˇira tipa razumijevanja: instrumentalno i rela-
cijsko. Instrumentalno razumijevanje znacˇi znati kako izvesti postupke, a relacijsko
razumijevanje obuhvac´a znanje zasˇto postupak funkcionira, kao i kako ga izvesti.
Izvjesˇc´e RAND Panela za Ucˇenje Matematike u Sjedinjenim Drzˇavama govori o
”matematicˇkom umijec´u” kao onome sˇto je potrebno da bi se bilo uspjesˇno u ma-
tematici. Prve dvije od pet sastavnica ovoga umijec´a su ”proceduralna tecˇnost” i
”konceptualno razumijevanje” koje su u uskoj vezi sa Skemp-ovim dvama tipovima
razumijevanja, ali uz dodatak imenovanja ”stratesˇke kompetencije” i ”prilagodljivog
shvac´anja”. One obuhvac´aju sposobnost razmiˇsljanja i nacˇina kako trazˇiti nacˇine za
pristupanje problemu. Peta sastavnica je posjedovanje ”produktivne predispozicije”
koja se ticˇe motivacije, a koja pak dolazi kroz gledanje na matematiku kao na nesˇto
vrijedno ucˇenja, pouzdanje u vlastitu sposobnost pronalazˇenja smisla u sadrzˇaju i
zˇelja za upornosˇc´u.
Naravno, relativno je lako tvrditi sˇto je potrebno za uspjesˇno ucˇenje geometrije,
ali je mnogo manje jasno kako ovo izvesti u praksi kada je ucˇitelj suocˇen s razredom.
Mozˇda postoje neke indicije u konceptu matematicˇkog umijec´a ako pogledamo u
ovih pet sastavnica obrnutim redoslijedom i prvo prepoznamo kako se malo toga
postizˇe ako ucˇenici nemaju produktivnu predispoziciju prema geometriji, a to zah-
tijeva pazˇljivo promiˇsljanje o predstavljanju geometrije na nacˇine koji pridobivaju
pazˇnju ucˇenika. Stratesˇka kompetencija i prilagodljivo shvac´anje ne mogu se razvi-
jati neovisno o konceptualnom razumijevanju i proceduralnoj tecˇnosti, ali se cˇini kao
uobicˇajena pretpostavka kako one trebaju biti polaziˇste umjesto da se razvijaju pa-
ralelno s kljucˇno vazˇnim vjesˇtinama razmiˇsljanja. Zapravo, kako RAND-ova studija
predlazˇe, sve sastavnice trebaju biti medusobno isprepletene osnazˇujuc´i tako jedna
drugu.
Cˇini se kako jedna od tajni uspjeha lezˇi u odabiranju dobrih problemskih zadataka
koji osiguravaju unutarnju motivaciju i njihovo koriˇstenje kao fokusa za nastavne
jedinice gdje se razumijevanje, tecˇnost i vjesˇtine razmiˇsljanja mogu zajedno razvijati.
13
2 Pocˇeci: eksperimentalna geometrija
Prvi susreti ucˇenika s geometrijom vezani su uz vizualizaciju te ispitivanje svoj-
stava oblika i pocˇetke njihove klasifikacije. Dominantne aktivnosti, sve do otprilike
jedanaeste godine starosti, c´e ucˇenicima biti prepoznavanje oblika, stjecanje voka-
bulara te nazivi za oblike i rijecˇi koriˇstene u opisivanju njihovih svojstava, polozˇaja
i kretanja zajedno s ucˇenjem mjerenja duljine i kuta. Kako se budu bavili otkriva-
njem oblika na razlicˇite nacˇine, osim ucˇenja odgovarajuc´eg jezika i vjesˇtina takoder
c´e poboljˇsavati prostorni zor i postavljati temelje za viˇse analiticˇki, deduktivni pris-
tup geometriji.
Mjerenje igra vazˇnu ulogu u eksperimentiranju s geometrijom: mjerenje duljine se
razvija prije prelaska na konceptualno zahtjevnije ideje kuta, povrsˇine i volumena.
Jednostavno je usporediti dvije duljine njihovim postavljenjem jedne uz drugu bez
koriˇstenja ravnala: usporedivanje dolazi prije mjerenja. Isto vrijedi i za kutove:
dva kuta na slici mogu se usporediti njihovim postavljanjem jednog iznad drugog
i to bi trebalo prethoditi mjerenjima kutomjerom. Usporedivanja povrsˇine i volu-
mena mogu se napraviti na jednostavnoj razini koriˇstenjem likova napravljenih od
kvadrata i tijela napravljenih od kocaka. Usporedivanje na nacˇin spajanja ili postav-
ljanja jednog iznad drugog je korak k razmiˇsljanju i donosˇenju opc´enitih zakljucˇaka
dok mjerenje, iako od ocˇite ogromne prakticˇne vazˇnosti, usmjerava pazˇnju na poje-
dine slucˇajeve umjesto da poticˇe potragu za opc´enitim.
Ovaj pocˇetni rad zahtijeva sˇirok raspon eksperimentalnih aktivnosti koje ukljucˇuju
crtanje, promatranje dijagrama i slika, izrezivanje, presavijanje i medusobno uskla-
divanje. Vec´ina matematicˇkih aktivnosti zajedno donosi mnogo razlicˇitih ideja is-
tovremeno tako da zadaci nec´e uvijek biti cˇisto geometrijski, nego c´e ukljucˇivati
druge ideje, poput prebrojavanja, izracˇunavanja i, u kasnijoj fazi, algebru. Usva-
janje ovog bogatstva i stvaranje poveznica izmedu razlicˇitih ideja kljucˇno je ako
zˇelimo da ucˇenici napreduju u matematici opc´enito, a posebice u geometriji. Iako je
vazˇno usko se usredotocˇiti na odredene ideje s vremena na vrijeme, koncepti imaju
mnogo viˇse smisla ako su medusobno povezani i koriˇsteni u brojnim zanimljivim
kontekstima.
2.1 Prepoznavanje oblika
Slika 6 prikazuje kvadrat u dva razlicˇita polozˇaja. Nije neuobicˇajeno dozˇivjeti
da mladi ucˇenici prepoznaju lijevi prikaz kao kvadrat, ali ne i drugi, za koji c´e cˇesto
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pretpostaviti kako je romb. Ovo je prikazano na sljedec´em dijelu razgovora koji nije
netipicˇan za vrstu razgovora koji se mozˇe dogoditi izmedu ucˇitelja i ucˇenika.
Ucˇitelj: Koji je ovo oblik?
(pokazuje kvadrat s vodoravno polozˇenom stranicom)
Ucˇenik: Kvadrat.
Ucˇitelj: Ako ga okrenesˇ ovako, sˇto je to?
(pokazˇe isti kvadrat okrenut za 45◦ tako da stoji na jednom vrhu.)
Ucˇenik: Romb.
Ucˇitelj: Ali ranije si rekao da je to kvadrat.
Ucˇenik: Sada je romb.
Slika 6: Kvadrat ili romb?
Postoji stvaran problem u neprihvac´anju kako je fizicˇki kvadrat i dalje kvadrat
bez obzira na njegovu orijentaciju. Zadana slika kvadrata sadrzˇi stranicu polozˇenu
horizontalno i ta je slika toliko ukorijenjena da se kvadrati ne prepoznaju nuzˇno ako
su postavljeni u drugacˇijem polozˇaju. Ovo je bez sumnje povezano s cˇinjenicom kako
je oblik u drugacˇijem polozˇaju poput romba u svom pocˇetnom obliku i zabludom
kako jedan oblik ne mozˇe u isto vrijeme biti dvije stvari – i romb i kvadrat. Slicˇne
se tesˇkoc´e javljaju kada se, na primjer, kazˇe kako je kvadrat poseban slucˇaj pravo-
kutnika ili kako je pravokutnik poseban slucˇaj paralelograma. Ove se tesˇkoc´e mogu
premostiti kada se ucˇenici bolje upoznaju s oblicima preko primjera u kojima mogu
razgovarati o njihovim svojstvima. To im pomazˇe da koriste odgovarajuc´i vokabular
i vide veze izmedu oblika tako da ih klasificiraju prema njihovim svojstvima. Samo
navodenje primjera i davanje jednostavnih definicija nije dovoljno. Rad sa stvarnim
oblicima i izmjena racˇunalnih slika zajedno s promiˇsljenom raspravom potrebni su
za razvoj razumijevanja i smanjenje zbunjenosti. Kako se njihovo razmiˇsljanje ra-
zvija, oni c´e pocˇeti cijeniti to da je definicija izjava koja daje minimalna potrebna
objasˇnjenja za oblik, i kako se iz nje mogu izvesti druga svojstva.
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Zahtjevan je problemski zadatak koji ukljucˇuje trokute prikazan na Slici 7, zadati
ucˇenicima da nacrtaju trokute tako da spoje vrhove na kvadratnoj mrezˇi tocˇaka
velicˇine 3 sa 3 ili na panou ili direktno na papiru s kvadratnom mrezˇom. Pocˇetni
zadatak je vidjeti koliko se razlicˇitih trokuta mozˇe pronac´i.
Na Slici 7 je prikazano sˇest razlicˇitih trokuta: pred ucˇenike treba postaviti izazov
kako bi se vidjelo mogu li pronac´i sve razlicˇite trokute (postoji ih viˇse od sˇest prikaza-
nih). To mozˇe rezultirati nekakvom raspravom o tome sˇto se misli s rijecˇi ”razlicˇitih”.
Ucˇenici mogu rec´i kako je isti trokut u drugacˇijem polozˇaju drugacˇiji, ista stvar o
kojoj se raspravljalo ranije s kvadratima. Izazovan je zadatak sa sigurnosˇc´u ustvr-
diti da su pronadene sve moguc´nosti i kako se isti trokut ne ponavlja u drugacˇijem
polozˇaju. Niz trokuta daje moguc´nost za identificiranje jednakokracˇnih trokuta i
Slika 7: Trokuti na kvadratnoj mrezˇi 3 sa 3
pravokutnih trokuta i shvac´anje kako trokut mozˇe biti i jednakokracˇan i pravokutan.
Ucˇenici c´e cˇesto rec´i kako je trokut dolje lijevo jednakostranicˇan: to nudi moguc´nost
rasprave zasˇto to nije tako i pomoc´i da shvate kako mogu biti sigurni bez vrsˇenja
ikakvih mjerenja.
Drugi zadatak povezan s trokutima na plocˇi je odrediti u koliko se polozˇaja mozˇe
postaviti svaki trokut. Ovo je vjezˇba prebrojavanja koja zahtijeva sustavan pristup,
ali takoder ukljucˇuje i geometrijske vjesˇtine povezane s transformacijom. Sime-
trije, rotacija i translacija takoder se mogu prizvati kao nacˇin opisivanja relativnih
polozˇaja koje zauzima odredeni trokut.
Na primjer, mali trokut gore lijevo mozˇe se postaviti na cˇetiri razlicˇita nacˇina u
svaki kvadrat mrezˇe cˇime se ukupno dobiva 16 moguc´ih polozˇaja.
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Zadatak s kvadratnom mrezˇom ima sve moguc´e dodatke: isto se pitanje mozˇe pitati
i za cˇetverokute ili druge mnogokute, a vec´a kvadratna mrezˇa tocˇaka nudi dodatne
moguc´nosti.
2.2 Simetrija
Svaki od prikaza na Slici 8 napravljen je postavljenjem malih pravokutnih jedna-
kokracˇnih trokuta na mrezˇu velicˇine 3 sa 3. Postoje mnogi drugi moguc´i razmjesˇtaji
za koje se od ucˇenika mozˇe trazˇiti da ih pronadu. Prikazi poput ovih mogu se ko-
ristiti kako bi se poboljˇsala sposobnost ucˇenika da opiˇsu i oblikuju mentalne slike
oblika i odlucˇe koliko osi simetrije postoji.
Dolje prikazani razgovor, koji se odnosi na prikaz s lijeve strane, nudi neke od tocˇaka
koje ucˇenici trebaju razmotriti:
Ucˇitelj: Opiˇsite mi ovaj oblik.
Ucˇenik A: To je mali kvadrat u velikom kvadratu.
Ucˇenik B: Postoje cˇetiri trokuta na vrhovima.
Ucˇitelj: Sˇto mozˇete rec´i o trokutima?
Ucˇenik C: Svi su jednake velicˇine.
Ucˇenik D: Svi imaju pravi kut.
Ucˇitelj: Josˇ nesˇto?
Ucˇenik E: To su jednakokracˇni trokuti.
Ucˇitelj: Koliki dio prikaza je zatamnjen?
Ucˇenik F: Polovina.
Ucˇitelj: Kako znate?
Ucˇenik G: Jer cˇetiri trokuta mogu stati u kvadrat u sredini.
Ucˇitelj: Postoji li ovdje os simetrije?
Ucˇenik H: Da, od sredine – ravno gore i dolje.
Ucˇenik I: I ide od strane do strane, dakle postoje dvije.
Ucˇitelj: Josˇ neke ideje?
Ucˇenik J: Mogli bismo ic´i od kuta do kuta.
Ucˇenik K: I drugih kutova. Dakle, postoje cˇetiri moguc´e osi simetrije.
Trec´i prikaz ne posjeduje os simetrije sˇto ucˇenicima nije nuzˇno ocˇigledno. Mo-
raju isprobavati rad s ovakvim razmjesˇtajem kako bi sami sebe uvjerili u to prije
nego se ideja rotacije uvede na neformalan nacˇin. Naravno, vazˇno je shvatiti kako
neki razmjesˇtaji nec´e pokazivati ikakvu simetriju i kako mijenjanje boja komponenti
17
crtezˇa kao sˇto su ovi mogu promijeniti simetriju. Slicˇne rasprave mogu se dogoditi s
Slika 8: Promatranje osi simetrije
drugacˇijim razmjesˇtajima i ucˇenike se mozˇe pitati da pronadu vlastite, ako je moguc´e
osmiˇsljene tako da ispunjavaju odredene uvjete. Na primjer, mozˇe ih se trazˇiti da
pronadu razmjesˇtaj u kojem postoji samo vodoravna osna simetrija ili onaj u kojem
uopc´e nema simetrije, niti osne simetrije niti rotacije.
Savijanje i rezanje papira korisni su nacˇini propitivanja simetrije jer mozˇemo zadati
ucˇenicima da predvide sˇto c´e se dogoditi vizualiziranjem mentalne slike i ispitivanja
svojstava. Prikaz s lijeve strane na Slici 9 je list papira kvadratnog oblika presavijen
popola. Rub s desne strane prikaza mjesto je savijanja i izrezan je trokut. Ucˇenike
se pita da predvide oblik koji c´e rupa zauzeti kada se papir rastvori.
Slika 9: Simetrija dobivena savijanjem papira
Ucˇitelj: Presavio sam ovaj komad papira i izrezao trokut na mjestu savijanja.
Kojeg c´e oblika biti rupa kada je rasˇirim?
Ucˇenik A: Imat c´e cˇetiri stranice.
Ucˇitelj: Kako to znasˇ?
Ucˇenik B: Jer se dvije stranice koje ste izrezali nalaze na obje strane papira.
Ucˇitelj: Kako zovete oblik koji dobijete?
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Ucˇenik C: Kvadrat.
Ucˇenik D: Ali stranice nisu jednake. To je pravokutnik.
Ucˇitelj: Ima li netko tko se ne slazˇe s time?
Ucˇenik E: Gornje dvije stranice su krac´e, a donje su duzˇe, tako da ne mozˇe biti
pravokutnik.
Ucˇenik F: To je deltoid.
Ucˇitelj: Je li to tocˇno?
(Otvara presavijeni papir kako bi otkrio deltoid kao na desnom prikazu.)
Ovo, takoder, nudi velik broj moguc´nosti za eksperimentiranje i raspravu. Oblik
koji se izrezˇe mozˇe se izmijeniti i broj presavijanja mozˇe se povec´ati.
2.3 Kutovi
Pojam kuta je mnogo tezˇi koncept od pojma duljine. Treba biti povezan s okreta-
njem od ranih pocˇetaka tako da se pravi kut povezˇe s okretom za cˇetvrtinu kruga, a
ispruzˇeni kut s okretom za polovinu kruga. Oni se mogu povezati s uputama “okreni
desno”, “okreni lijevo” i “okreni oko sebe”, ali je jezik ovdje moguc´i izvor potesˇkoc´a.
Poveznica izmedu okretanja desno i pravih kutova mozˇe sugerirati da postoji takvo
nesˇto kao lijevi kut. Desno i lijevo kao smjerovi okretanja vezˇu se s okretanjem u
smjeru kretanja kazaljke na satu i u suprotnom smjeru dok se desno, kao opis kuta,
koristi neposˇtivajuc´i smjer okretanja koji cˇesto nije odreden ili posebno vazˇan.
Kutovi temeljeni na okretanju za cˇetvrtinu kruga trebaju se istrazˇivati s mladim
ucˇenicima na nacˇin da ih se pita da naprave tjelesne kretnje i promatranjem brojnih
primjera okretanja koje mogu vidjeti posvuda oko sebe – okretanje kvake na vratima
ili upravljacˇa automobila, otvaranje poklopca na posudici dzˇema ili paste za zube,
okretanje kazaljki na satu i tako dalje.
Jedna je od kljucˇnih ideja je naglasiti kako je kut povezan s idejom okretanja ili
rotacije. Nacˇin na koji se ucˇenici ucˇe sluzˇiti kutomjerom trebao bi se nadovezati
i naglasiti ovu poveznicu s okretanjem. Ovdje su vazˇne dvije tesˇkoc´e s kojima se
susrec´emo pri koriˇstenju kutomjera. Prvo, potrebno je ispravno poravnati srediˇste
i nultu liniju kutomjera. Ovo nije velik problem s kutomjerom od 360◦, ali ucˇenici
cˇesto netocˇno postavljaju donji rub polukruzˇnog kutomjera uzduzˇ linije kuta kojeg
mjere. Drugo, i mnogo vazˇnije, je problem odlucˇivanja s koje skale na kutomjeru
treba ocˇitati broj stupnjeva. Udzˇbenici i ucˇitelji razlikuju se u savjetima koje daju
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o ovome. Iskusni korisnici vide koja je vrijednost tocˇna tako da nesvjesno osjec´aju
je li kut sˇiljast ili tup, ali ovo mozˇda nije najbolji pristup s pocˇetnicima koji mogu
zamijeniti ove dvije rijecˇi. Ovo naglasˇava ideju kuta kao okretanja ako ih se ohrabri
da pocˇnu od nule i broje oko kutomjera kako bi dobili trazˇeni kut, postupak koji pos-
taje suviˇsan kako postaju sigurni u procjenjivanju velicˇine kuta kao smjernice u radu.
Nije tesˇko zadati zanimljive zadatke koji razvijaju vjesˇtine mjerenja. Nakon nekoliko
pocˇetnih primjera za vjezˇbu s mjerenjem i konstruiranjem kutova, ove se vjesˇtine
mogu povezati s prakticˇnim situacijama i koristiti za razvijanje daljih geometrijskih
ideja. Nacrti u mjerilu mogu se koristiti za rjesˇavanje jednostavnih problemskih
zadataka. Na primjer, koriˇstenje dvaju kutova izmjerenih s dva polozˇaja kako bi se
odredila udaljenost dalekog objekta. Slika 10 prikazuje kako se kutovi koji iznose 38◦
i 47◦ od dviju tocˇaka A i B, medusobno udaljenih 100 metara linijom istok-zapad,
prema udaljenom objektu P , mogu koristiti kako bi se napravio nacrt u mjerilu iz
kojeg se mozˇe odrediti udaljenost objekta. Mozˇe se raspravljati o nejasnoc´i po pita-
nju onoga sˇto se misli pod udaljenosˇc´u objekta – mislimo li na duzˇine AP i BP ili
okomitoj udaljenosti od P do AB? Osim ucˇenja mjerenja duljina i kutova, ucˇenici
Slika 10: Odredivanje polozˇaja udaljenog objekta
bi takoder trebali naucˇiti kako koristiti sˇestar kako bi oznacˇili duzˇine tijekom crtanja
preciznih crtezˇa. Tada mogu naucˇiti crtati konstrukcije ravnalom i sˇestarom koji su
tako zanimljivo sredstvo u ucˇenju geometrije.
Slika 11 prikazuje tradicionalan uzorak ”cvijeta” s kojim se ucˇenici susrec´u kao s
ranom vjezˇbom koriˇstenja sˇestara. Cˇinjenica da je jednostavno konstruirati sˇest
jednako udaljenih tocˇaka na kruzˇnici olaksˇava crtanje sˇesterokuta upisanoga u krug.
Druga dva prikaza povezuju ovo s jednakostranicˇnim trokutima. Desni prikaz poticˇe
zanimljiva pitanja poput odredivanja koliko iznosi dio povrsˇine sˇesterokuta u sre-
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dini od povrsˇine sˇesterokrake zvijezde u vec´em sˇesterokutu koji je opisuje. Takoder
povlacˇi i ideju crtanja josˇ jedne sˇesterokrake zvijezde u manjem sˇesterokutu, a onda
i josˇ jedne manje od te i tako dalje – uvod u cˇuda beskonacˇno malenog!
Slika 11: Konstrukcije nastale koriˇstenjem sˇest tocˇaka na krugu
2.4 Poplocˇavanja ravnine i transformacije
Poplocˇavanje nudi josˇ jedan zanimljiv medij za razvijanje prostornoga zora i is-
trazˇivanja svojstava oblika. Slika 12 pokazuje dva oblika poplocˇavanja napravljena
od trokuta. Stvaranje ovakvih uzoraka bilo s pojedinacˇnim kartonskim ili plasticˇnim
trokutima ili crtanjem je vrijedna vjezˇba sama po sebi. Promatranje i opisivanje
onoga sˇto je opazˇeno kod poplocˇavanja prosˇiruje razumijevanje oblika i koriˇstenje
jezika. Zanimljivo je pronac´i druge oblike u poplocˇavanjima: u oba slucˇaja lako je
pronac´i redove paralelograma: u jednom su slucˇaju svi okrenuti u istom smjeru,
a u drugom su okrenuti u drugom smjeru u naizmjenicˇnim redovima. U gornjem
primjeru takoder postoje i nizovi paralelograma koji se nizˇu dijagonalno dok se u
drugom slucˇaju mogu vidjeti dva reda deltoida koji idu vodoravno u suprotnim
smjerovima. Modificiranjem trokuta tako da koristimo jednakostranicˇne, jednako-
kracˇne ili pravokutne dobit c´emo druge moguc´nosti i, naravno, postoji i cˇitav niz
moguc´nosti koriˇstenjem drugih mnogokuta.
Slika 12: Poplocˇavanje ravnine trokutima
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Tri su vazˇne transformacije: simetrija, rotacija i translacija s kojima bi se ucˇenici
trebali sresti na neformalan nacˇin u ranoj fazi kao nacˇinima opisivanje svojstava
oblika i njihovog istrazˇivanja. Ranije razmatrana poplocˇavanja su bazirana na tran-
slaciji. Istrazˇivanjem zrcalnog ucˇinka, kako na svakodnevnim tako i na geometrijskih
oblicima, pocˇinju se razvijati svojstva simetrija na neformalan nacˇin.
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3 Mnogokuti: simetrija i svojstva kuta
3.1 Simetrija: zrcaljenje i rotacija
Simetrija je neposredna i sveprisutna karakteristika sˇirokog spektra geometrij-
skih oblika i mozˇemo pronac´i mnosˇtvo primjera simetrije, kako u prirodi (cvijec´e,
pahuljice, ljudsko lice), tako i izvan nje (loga, artefakti, simboli).
Osna simetrija, usko povezana s idejom zrcaljenja, jednostavnija je i dostupnija
od rotacije. Veliki broj primjera nudi vrijedan izvor na koji se mozˇe pozvati kako
bi se prepoznala vazˇna svojstva osne simetrije, kao i primijetilo kako postoje oblici
koji pokazuju neku drugu simetriju ili nepostojanje iste. Kljucˇna karakteristika osne
simetrije prisutnost je jedne ili viˇse osi simetrije od kojih svaka dijeli oblik na dvije
identicˇne ali preokrenute polovice. Na jednostavnoj razini os simetrije je linija duzˇ
koje se oblik mozˇe presaviti tako da se obje polovice idealno podudaraju, odnosno
mozˇemo rec´i da je ona zrcalna linija koja nam daje dvije polovice oblika koje su
zrcalni odraz jedna druge.
U proucˇavanju osne simetrije ucˇenici se trebaju ukljucˇiti u sveobuhvatno istrazˇivanje
koje ukljucˇuje presavijanje, rad sa zrcalima i drugim prakticˇnim zadacima koji
ukljucˇuju kljucˇne probleme odredivanja polozˇaja i broja linija simetrije pokazanih
nizom razlicˇitih oblika. Slika 13 pokazuje tipicˇan problemski zadatak iz ucˇionice
namijenjen ovakvoj vrsti istrazˇivanja.
Primjeri koji ne pokazuju simetriju vazˇan su izvor razumijevanja: ucˇenicima nije
uvijek jasno kako veliko slovo N ili paralelogram ne pokazuju simetriju jer je in-
tuitivni osjec´aj kako su simetricˇni na neki nacˇin vrlo snazˇan. Vjezˇba presavijanja
papirnatog paralelograma na pola na razlicˇite nacˇine, kao sˇto je prikazano na Slici
14, pomazˇe ucˇenicima da uocˇe kako ne postoji os simetrije.
Slika 13: Nacrtaj sve osi simetrije svakoga oblika
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Slika 14: Presavijanje paralelograma: ne postoji linija simetrije
U pravilu, zrcaljenje vodoravnim ili okomitim linijama simetrije nije problematicˇno:
ucˇenici mogu vidjeti takve linije na slici i, ako im je zadan predmet ili polovina slike,
nemaju problema s crtanjem odraza. Potesˇkoc´e se javljaju kada je linija simetrije u
nagibu.
Zadatak koji koristi ove ideje bio bi konstruirati sliku jednostavnog oblika na zada-
noj zrcalnoj liniji ili dovrsˇiti sliku kada je zadan dio na jednoj strani osi simetrije.
Ovo se mozˇe izvesti ili kao vjezˇba koriˇstenjem olovke i papira ili koriˇstenjem softvera
dinamicˇke geometrije. Koriˇstenje softvera dinamicˇke geometrije mnogo je zornije jer
se i objekt i zrcalna linija mogu pomicati kako bi se promatrao ucˇinak toga na sliku.
Odabir nacˇina na koji konstruiramo sliku objekta korisna je vjezˇba geometrijskog
razmiˇsljanja jer osigurava dobar fokus za raspravu u razredu ili maloj skupini.
Ucˇenici trebaju razviti analiticˇki pristup temeljen na razumijevanju svojstava zr-
caljenja kako bi se oduprli tendenciji da donose netocˇne intuitivne zakljucˇke kod
rjesˇavanja takvih zadataka dovrsˇavanja.
Sljedec´i razgovor povezan sa Slikom 15 napravljenom koriˇstenjem softvera dinamicˇke
geometrije, ali potrebna je samo manja prilagodba ako se koristi plocˇa ili projektor
kao nacˇin prikaza s ucˇenicima koji rjesˇavaju zadatke na papiru ravnalom i sˇestarom.
Ucˇitelj: Kako mozˇemo pronac´i sliku slova P u zrcalu?
Ucˇenik A: Mora biti na jednakoj udaljenosti s druge strane.
Ucˇitelj: Kako ju mozˇemo postaviti na pravo mjesto?
Ucˇenik B: Nacrtat c´emo liniju okomitu na zrcalo.
Ucˇitelj: Kako?
Ucˇenik C: Nacrtat c´emo kruzˇnicu sa srediˇstem u tocˇki P i vidjeti gdje sijecˇe zrcalo.
Ucˇitelj: Zasˇto to treba napraviti?
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Ucˇenik A: Dvije tocˇke na zrcalu, A i B, na jednakoj su udaljenosti od tocˇke P .
Ucˇitelj: Sˇto je sljedec´e?
Ucˇenik B: Josˇ dvije kruzˇnice iz tih tocˇaka s istim polumjerom kao ranije.
Ucˇitelj: Sˇto sada?
Ucˇenik C: Slika slova Q je na mjestu gdje se te kruzˇnice sijeku.
Ucˇitelj: Zasˇto je to tako?
Ucˇenik A: Zato sˇto je na jednakoj udaljenosti od tocˇaka u zrcalu.
Slika 15: Konstruiranje slike dobivene zrcaljenjem
Koristec´i dinamicˇku geometriju mozˇemo promatrati ucˇinak pomicanja tocˇke P
i raspravljati zasˇto konstrukcija osigurava da je slovo Q slika slova P . Cˇinjenica
da su trokuti ABP i ABQ sukladni jednakokracˇni trokuti, jer su im odgovarajuc´e
stranice jednake, objasˇnjava zasˇto su P i Q zrcalne slike. Kada je prikaz dovrsˇen,
linije nastale konstruiranjem mogu se sakriti i tada se mogu konstruirati dodatne
tocˇke i njihove slike kako bi se efekt pomicanja cijelog oblika poput trokuta mogao
prikazati i pojasniti.
O rotaciji se mozˇe raspravljati na slicˇan nacˇin, no tada postoji dodatna kompli-
kacija mjerenja kutova ili konstruiranja kutova jednake velicˇine. Za raspravu je
vazˇno ukljucˇiti ucˇenike u objasˇnjavanje povezano s konstrukcijom umjesto davanja
niza uputa kako bi se dobio krajnji rezultat.
3.2 Svojstva kuta i trokuti
Zadaci sa susjednim kutovima prvi su primjeri gdje se nepoznati kutovi mogu
pronac´i razmiˇsljanjem umjesto mjerenjem. Oni pak vode vrsˇnim kutovima i kuto-
vima uz presjecˇnicu usporednih pravaca. Zakljucˇci o jednakosti vrsˇnih kutova te
odgovarajuc´ih kutova uz presjecˇnicu usporednih pravaca mogu se utvrditi nacˇinom
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(a)
a+ b = 180
b+ c = 180
}
⇒ a = c (b) a = e
e = g
}
⇒ a = g
Slika 16: Svojstva kuta
razmiˇsljanja prikazanim na dvama primjerima Slike 16. U oba slucˇaja algebarski
argument imat c´e viˇse smisla ucˇenicima ako se prije njega isti argument primijeni
na mnosˇtvo brojcˇanih primjera.
Uzmimo u obzir neka od osnovnih svojstava trokuta. Korisno je prvo upitati ucˇenike
kako bi definirali trokut, a onda im pomoc´i da preoblikuju svoju definiciju. Uobicˇajeno,
rasprava bi mogla ukljucˇiti izjave ucˇenika na koje ucˇitelj odgovara prikazima kao na
Slici 17. Ovo vodi progresivnom usavrsˇavanju ideja o tome sˇto definira trokut, a sˇto
s vremenom vodi do sljedec´e izjave: “trokut je dio ravnine omeden s tri duzˇine koje
imaju zajednicˇke krajnje tocˇke.”
Slika 17: Sˇto je trokut?
Ima tri stranice. Moraju biti spojene. Moraju biti ravne.
Tri vrste trokuta – jednakostranicˇni, jednakokracˇni i raznostranicˇni – i njihova ne-
posredna svojstva ucˇenicima mogu predstavljati potesˇkoc´e, a posljednja dva nude
moguc´nost razlikovanja sˇiljastih, pravokutnih i tupokutnih trokuta. Poplocˇavanje
26
ravnine trokutima razlicˇitih vrsta koristan je polazni zadatak sa zanimljivim kraj-
njim rezultatom. Poplocˇavanja ravnine, poput onoga na Slici 18, mogu posluzˇiti za
usmjeravanje pazˇnje na svojstva kuta. Kutovi oznacˇeni slovima sugeriraju kako je
zbroj kutova trokuta 180◦ i vode korak prema dokazu.
Slika 18: Poplocˇavanja ravnine trokutima
Dokazivanje da je zbroj kutova trokuta jednak 180◦ obicˇno je prvi susret koji ucˇenici
imaju s tvrdnjom na koju se gleda kao na dokaz, iako to ne bi trebao biti prvi put da
su se susreli s jednostavnim nizom zakljucˇaka, bilo kako bi utvrdili novu cˇinjenicu,
bilo rijesˇili jednostavan problemski zadatak. Trebaju uvidjeti kako mjerenje nikad
ne mozˇe dati precizan rezultat: kako znamo da zbroj zapravo nije 179◦ ili 179.873◦
ili neki slicˇan neobicˇan broj? Na Slici 19 pravac paralelan s osnovicom trokuta
konstruiran je kako bi prolazio gornjim vrhom. Ovo rezultira s dva para kutova for-
miranih uz presjecˇnicu usporednih pravaca koji su jednaki, a = d i c = e. Svojstvo
zbroja kutova tada slijedi direktno iz cˇinjenice kako kutovi d, b i e cˇine ispruzˇeni kut,
d+ b+ e = 180◦ ⇒ a+ b+ c = 180◦. Koriˇstenje softvera dinamicˇke geometrije kako
bi se napravio prikaz omoguc´ava izmjenjivanje trokuta te se time mozˇe naglasiti da
se zakljucˇak mozˇe primijeniti na svaki trokut i nije ogranicˇen na odredeni trokut
prikazan staticˇnim prikazom.
Slika 19: Zbroj kutova u trokutu
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Slika 20 prikazuje jednostavno, ali vazˇno svojstvo jednakokracˇnog trokuta, odnosno
to da vanjski kut nasuprot dvaju jednakih kutova iznosi dvostruko viˇse od jednog
takvog kuta. Ovo je neposredna posljedica zbroja kutova trokuta i poseban slucˇaj
cˇinjenice kako je u bilo kojem trokutu vanjski kut jednak zbroju dvaju suprotnih
unutarnjih kutova. Buduc´i da se jednakokracˇni trokuti javljaju cˇesto, posebno u vezi
s kruzˇnicama, korisno je biti svjestan jednostavnog rezultata poput ovoga. Izravna
je vjezˇba potvrditi ovo koriˇstenjem numericˇkih vrijednosti za kutove na osnovici tro-
kuta, a konstrukcija pravca kroz B paralelnog s AC, kao na prikazu s desne strane,
daje jednostavan dokaz.
Slika 20: Vanjski kut jednakokracˇnog trokuta
Slika 21 prikazuje prikladan problemski zadatak koji ukljucˇuje jednakokracˇne tro-
kute. Prikaz se sastoji od dva polupravca AF i AG s tri jednakokracˇna trokuta
konstruirana izmedu njih. Zadatak je odrediti vezu kuta izmedu dvaju pocˇetnih li-
nija i drugih kutova. Zanimljiv rezultat je kako su navedeni kutovi umnosˇci pocˇetnog
kuta oznacˇenog slovom x na dijagramu.
Za ucˇenike je korisno pocˇeti s postavljanjem zadatka s danom mjerom kuta BAC
i zadati im da odrede sve druge kutove na prikazu. Ponavljanje izracˇuna s drugim
vrijednostima brzo c´e dovesti ucˇenike do zakljucˇka kako su kutovi DCE i EDF
tri, odnosno cˇetiri puta vec´i od pocˇetnog kuta. Zakljucˇak se tada mozˇe potvrditi
oznacˇavanjem kuta BAC sa x i izrazˇavanjem drugih kutova u odnosu prema x. Ovo
se mozˇe napraviti na jednostavan nacˇin primjenom cˇinjenice kako je vanjski kut tro-
kuta jednak zbroju dva unutarnja kuta koji mu nisu susjedni za svaki od trokuta
ABC, BCD i CDE.
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Slika 21: Zadatak s jednakokracˇnim trokutima
Svojstva trokuta povezana sa susjednim kutovima, kutovima uz presjecˇnicu i tro-
kutima, posebno jednakokracˇnim trokutima, mogu se koristiti za rjesˇavanje velikog
broja jednostavnih zadataka i dokazivanje jednostavnih svojstava cˇime se algebra
mozˇe koristiti na smislen nacˇin.
3.3 Svojstva cˇetverokuta
Neki cˇetverokuti poznati su ucˇenicima od rane dobi, pogotovo kvadrat, pravo-
kutnik, romb i deltoid. Romb je dobra polaziˇsna tocˇka za promatranje svojstava
cˇetverokuta jer u usporedbi s kvadratima i pravokutnicima nije niti previˇse poz-
nat niti previˇse poseban. Kljucˇna karakteristika za definiranje romba jest da je to
cˇetverokut, oblik s cˇetiri stranice koje su sve jednake duljine. Ucˇenici cˇesto imaju
tesˇkoc´a s prepoznavanjem istog oblika u drugacˇijim polozˇajima i prihvac´anjem kako
pojedini oblik mozˇe biti poseban slucˇaj oblika s opc´enitijim svojstvima. Rombovi
prikazani na Slici 22 dobar su primjer ovoga jer pokazuju kako je kvadrat poseban
oblik romba s pravim kutovima i kako je romb paralelogram s jednakim stranicama.
Slika 22: Varijacije romba
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Detaljan pogled na romb otkriti c´e sljedec´a svojstva:
- cˇetiri stranice jednake duljine
- dvije osi simetrije
- oba para nasuprotnih stranica su paralelna
- oba para nasuprotnih kutova su jednaka
- zbroj susjednih kutova iznosi 180◦ sˇto neposredno proizlazi iz cˇinjenice kako
zbroj kutova bilo kojeg cˇetverokuta iznosi 360◦
- dijagonale se medusobno sijeku pod pravim kutom, sˇto za posljedicu ima cˇetiri
sukladna trokuta dobivena unutar romba presjecanjem dijagonala.
Ucˇenicima je potrebno eksperimentiranje s konstruiranjem oblika, njihovim varijaci-
jama, pomicanjem i medusobnim usporedivanjem, koriˇstenjem niza razlicˇitih medija:
prikaza na papiru, plocˇi, zaslonu projektora, kartonskih ili plasticˇnih oblika s kojima
mogu raditi, modela koji se mogu mijenjati na isti nacˇin kao rombovi na Slici 22.
O primjerima treba raspravljati kako bi se dobila definirajuc´a svojstva i poveznice
izmedu razlicˇitih cˇetverokuta.
Kao dodatnu ilustraciju ovoga navesti c´emo usporedbu svojstava paralelograma i
deltoida.
Paralelogram Deltoid
dva para nasuprotnih stranica su jednaka dva para susjednih stranica su jednaka
nema osi simetrije jedna os simetrije
dijagonale nisu jednake duljine dijagonale nisu jednake duljine
dijagonale nisu okomite dijagonale su okomite
dijagonale se raspolavljaju jedna dijagonala se raspolavlja
dijagonale ne raspolavljaju kutove jedna dijagonala raspolavlja kutove
Poplocˇavanja ravnine cˇetverokutima privlacˇna su i poucˇna. Zanimljiva je cˇinjenica
da svi cˇetverokuti omoguc´avaju poplocˇavanja jer im zbroj kutova iznosi 360◦. Slika
23 pokazuje takvo poplocˇavanje: oznacˇavanje kutova slovima ili bojama olaksˇava
medusobno uskladivanje niza podudarajuc´ih cˇetverokuta i privlacˇi pazˇnju na svoj-
stvo zbroja kutova. Poplocˇavanja ravnine kvadratima i pravokutnicima jednostavna
su i poznata. Poplocˇavanja rombovima i paralelogramima jasno pokazuju kako su-
sjedni parovi kutova imaju zbroj koji iznosi 180◦.
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Slika 23: Poplocˇavanja ravnine cˇetverokutima
3.4 Mnogokuti
Pravilne mnogokute, kao i one koji nisu takvi, ucˇenici susrec´u rano jer su dobri
primjeri koji pokazuju simetriju i imaju jednostavna, ali vazˇna svojstva kuta. Zbroj
kutova konveksnog mnogokuta s n stranica mozˇe se odrediti dijeljenjem mnogokuta
na trokute bilo crtanjem svih dijagonala iz jednog vrha, cˇime se dobiva n–2 trokuta,
bilo spajanjem tocˇke unutar mnogokuta sa svakim vrhom, cˇime se dobiva n trokuta.
Svaki trokut daje 180◦ zbroju kutova mnogokuta, ali u drugom slucˇaju dodatnih
360◦ dobivenih oko unutarnje tocˇke mora biti oduzeto. Ova dva pristupa daju dva
jednaka rezultata, zbroj velicˇina unutarnjih kutova konveksnog mnogokuta iznosi:
180(n− 2) = 180n− 360.
Nakon odredivanja zbroja velicˇina kutova jednostavno je izracˇunati unutarnji kut
pravilnog mnogokuta dijeljenjem s brojem stranica kako bismo dobili: 180− 360
n
.
Zbroj vanjskih kutova bilo kojeg mnogokuta iznosi 360◦, sˇto u ucˇionici mozˇemo
demonstrirati govorec´i ucˇeniku da hoda s jednom ispruzˇenom rukom oko mnogo-
kuta nacrtanog na podu. Jasno je kako se ispruzˇena ruka okrenula za puni krug
kada se okrenula oko svakog od vanjskih kutova.
3.4.1 Primjer s pravilnim dvanaesterokutom
Pravilni dvanaesterokut mozˇe se rastaviti na 12 jednakostranicˇnih trokuta i
12 rombova kako je prikazano na Slici 24. Ovo dijeljenje nudi brojne zanimljive
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moguc´nosti u razredu. Ono na privlacˇan nacˇin priziva i osnazˇuje osnovne geometrij-
ske ideje povezane s kutovima, oblicima i simetrijom. Svi rubovi rombova i trokuta
koji cˇine dvanaesterokut iste su duljine. Kako srediˇsnji kut iznosi 1
12
od 360◦, svaki
romb ima dva kuta od 30◦ i dva od 150◦. Kao alternativan pristup mozˇemo izracˇunati
tupi kut romba kao 1
2
(360◦−60◦) = 150◦ oznacˇavanjem kutova na svakoj od vanjskih
tocˇaka gdje se doticˇu jednakostranicˇan trokut i dva romba.
Iz toga proizlazi kako je svaki unutarnji kut dvanaesterokuta jednak 60◦+30◦+60◦ =
150◦.
Slika 24: Dijeljenje pravilnog dvanaesterokuta
Crtanje razdiobe na papiru ili dinamicˇkom geometrijom nudi niz izazova. Koriˇstenjem
ravnala i sˇestara nije tesˇko konstruirati kut od 30◦ dijeljenjem kuta od 60◦ jedna-
kostranicˇnog trokuta. Prikaz se zatim mozˇe razraditi konstruiranjem kutova oko
srediˇsta.
Jedna je od najupecˇatljivijih karakteristika ovog dijeljenja da se 12 trokuta i 12 rom-
bova mozˇe preslozˇiti na viˇse nacˇina kako bi se dobili dvanaesterokuti koji pokazuju
razlicˇita svojstva simetrije. Na primjer, Slika 24 ima 12 osi simetrije i rotacijsku
simetriju. Nijedan od dva prikaza sa Slike 25 nema osnu simetriju, ali oba imaju
rotacijsku simetriju. Korisno je vidjeti kako male izmjene mogu promijeniti sime-
triju uvodenjem jedne ili viˇse osi simetrije ili cjelokupnim uniˇstavanjem simetrije.
Ucˇenici mogu istrazˇivati i opisivati simetrije razlicˇitih razdjeljivanja dvanaesterokuta
koriˇstenjem seta prikladno obojanih kartica ili plasticˇnih oblika.
Josˇ jedna zanimljiva karakteristika razdjeljivanja je da pruzˇa jednostavan nacˇin
izracˇunavanja povrsˇine pravilnog dvanaesterokuta. Slika 26 prikazuje kako se doda-
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Slika 25: Simetrija dvanaesterokuta
vanjem pojedinih jednakostranicˇnih trokuta i pojedinih trokuta dobivenih izreziva-
njem istih rombova duzˇ njihove duzˇe dijagonale dobiva kvadrat koji sadrzˇi dvana-
esterokut. Usporedivanjem broja trokuta i rombova u kvadratu i dvanaesterokutu
jednostavno je vidjeti kako dvanaesterokut zauzima 3
4
povrsˇine kvadrata. Ako r
oznacˇava polumjer kruga koji opisuje dvanaesterokut, tada je povrsˇina kvadrata
jednaka 4r2, a s obzirom na to povrsˇina pravilnog dvanaesterokuta iznosi 3r2, malo
manje od pir2 povrsˇine kruga koji ga opisuje.
Slika 26: Koliko iznosi povrsˇina dvanaesterokuta?
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4 Konstrukcije i sukladnost
4.1 Konstruiranje trokuta i sukladnost
Tri transformacije: translacija, simetrija i rotacija zadrzˇavaju oblik i njegovu
velicˇinu, ali mu mijenjaju polozˇaj i, u slucˇaju osne simetrije, orijentaciju. Usko su
povezane s idejom sukladnosti koja se koristi za opisivanje oblika koji su identicˇni
u svim pogledima osim polozˇaja i orijentacije. U nizˇim razredima ucˇenici pocˇinju
razvijati osjec´aj za sukladnost dok istrazˇuju svojstva transformacija preklapanjem
jednog oblika drugim. Ovo se mozˇe eksperimentalno potvrditi sa stvarnim oblicima,
papirom za precrtavanje i savijanjem papira u slucˇaju zrcaljenja.
Prva pomisao na sukladnost temelji se na nasˇoj intuiciji preklapaju li se dva oblika
savrsˇeno polozˇimo li jedan na drugi. Nakon toga prelazimo na mjerenje kao provjeru
nasˇe intuicije. I konacˇno, shvac´ajuc´i kako mjerenje nije sasvim precizno te kako je
korisno donositi opc´enite zakljucˇke prelazimo na dokaze temeljene na rasudivanju
kako bismo dokazali da su dva oblika sukladna.
Biti sposoban precizno konstruirati geometrijske konfiguracije korisna je vjesˇtina
sama po sebi bez obzira na to radi li se na papiru, koriˇstenjem ravnala i sˇestara,
ili na zaslonu racˇunala s odgovarajuc´im softverskim paketom. Temeljni su principi
slicˇni kakvo god bilo sredstvo. Jedan se kljucˇni problem javlja cˇim se ucˇenicima zada
da nacrtaju trokut s tri zadane stranice: nakon sˇto se nacrta jedna stranica, kako
pronac´i polozˇaj trec´eg vrha? Koriˇstenje sˇestara kako bi se dobili lukovi koji se sijeku
ili softvera dinamicˇke geometrije kako bi se napravile dvije kruzˇnice koje se sijeku
jednostavan su, ali temeljan postupak o kojem bismo trebali raspraviti i argumen-
tirati ga umjesto da ga jednostavno predstavimo kao postupak koji treba upamtiti.
Sljedec´i razgovor, povezan sa Slikom 27, ilustrira ideje koje bi ucˇitelj mogao izvuc´i
od ucˇenika.
Ucˇitelj: Kako mozˇemo precizno nacrtati trokut sa stranicama duljine 6 cm, 7 cm i
8 cm?
Ucˇenik A: Prvo nacrtamo jednu stranicu.
(Nacrta stranicu duljine 8 cm.)
Ucˇitelj: Kako c´emo nacrtati preostale stranice?
Ucˇenik B: Koriˇstenjem ravnala. Nacrtamo liniju duljine 7 cm.
(Nacrta liniju duljine 7 cm iz jednog vrha.)
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Slika 27: Crtanje trokuta sa stranicama 6 cm, 7 cm i 8 cm
Ucˇitelj: Sˇto je sljedec´e?
Ucˇenik C: Spojiti i dobiti trec´u stranicu.
Ucˇitelj: Je li to tocˇno?
Ucˇenik D: Da. Ne, mozˇda nije duljine 6 cm.
(Mjeri i shvac´a da je duljina vec´a od 6 cm.)
Ucˇitelj: Kako to mozˇemo tocˇno napraviti?
Ucˇenik A: Koristec´i sˇestar. Nacrtamo dio kruzˇnice iz jednog vrha – polumjera 7
cm. Zatim dio druge polumjera 6 cm iz drugog vrha.
Ucˇitelj: Sˇto je sljedec´e?
Ucˇenik B: Spojimo vrhove ondje gdje se kruzˇnice (lukovi) sijeku sa svakim
zavrsˇetkom prve stranice.
(Linije su povucˇene kako bi se dovrsˇio trokut.)
Ucˇitelj: Kako znate da je trec´a tocˇka na pravom mjestu?
Ucˇenik C: Sve su tocˇke na ovoj kruzˇnici (luku) (pokazuje kojem) udaljene 7 cm od
te tocˇke. A sve tocˇke na drugoj su udaljene 6 cm od drugog kraja. Dakle, ta je
tocˇka 7 cm od jednog kraja i 6 cm od drugog.
Ucˇitelj: Je li to jedini nacˇin da se to napravi?
Ucˇenik D: Mozˇemo napraviti duljinu od 7 cm na drugom kraju.
Ucˇitelj: Bi li to cˇinilo razliku?
Shvac´anje kako su svi trokuti nacrtani na ovaj nacˇin sukladni, iako ponekad pos-
tavljeni i orijentirani drugacˇije, kljucˇna je ideja povezana s razumijevanjem slucˇaja
sukladnosti kada se trokuti podudaraju u sve tri stranice (SSS).
Ovo je intuitivno ocˇito vec´ini ucˇenika i mozˇe se potvrditi ukoliko od nekoliko njih
zatrazˇimo da nacrtaju trokut sa zadanim stranicama, izrezˇu ih i zakljucˇe kako se
svi oni mogu preklopiti. Manje je ocˇigledno kako neke od kombinacija triju duljina
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nec´e dati trokut. Ucˇenicima treba zadati da pokusˇaju nacrtati trokute sa stranicama
8 cm, 6 cm i 2 cm ili 8 cm, 6 cm i 1 cm kako bismo im pomogli da shvate ogranicˇenja.
Situacija je manje jasna kada pocˇetni podaci ukljucˇuju stranice i kuteve. Zanimljiv
je izazov zadati ucˇenicima da nacrtaju trokute kada su im zadane dvije stranice
i kut bez pocˇetnog odredivanja polozˇaja kuta. Slika 28 prikazuje cˇetiri razlicˇita
trokuta koji se mogu konstruirati koriˇstenjem takvih podataka. Dolazak do toga
potaknut c´e raspravu i dovesti do slucˇaja sukladnosti koji ukljucˇuje dvije stranice i
kut izmedu njih (SKS). Drugi polozˇaji kuta zahtijevaju promiˇsljanje o metodi kons-
truiranja sljedec´e zadane stranice i moguc´nosti da mogu postojati dva polozˇaja za
tu stranicu ili kako bi moglo biti nemoguc´e konstruirati trokut s odredenom speci-
fikacijom. Sˇirina do koje c´emo razmatrati ove osjetljive teme ovisit c´e o razini koju
su ucˇenici dosegli i ciljevima odredene nastavne jednice. Slicˇni problemi koji se ticˇu
eksperimenta, razmiˇsljanja i rasprave pojavit c´e se i u trec´em slucˇaju sukladnosti:
podudaranje u jednoj stranici i dva kuta uz nju (KSK).
Slika 28: Trokuti sa stranicama 5 cm i 8 cm te kutom od 30◦
Ubrzo nam postaje jasno da su potrebna tri podatka kako bi se konstruirao trokut.
Cˇetverokuti pruzˇaju zanimljivu suprotnost: ucˇenici c´e vjerojatno najprije pomisliti
kako se od zadanih duljina cˇetiri stranice mozˇe konstruirati samo jedan cˇetverokut.
Eksperimentiranjem koriˇstenjem cˇetiri krute kartonske ili plasticˇne trake koje su po-
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vezane na krajevima kako bi se dobio cˇetverokut ili cˇetiri segmenta slicˇno povezana
koriˇstenjem softvera za dinamicˇku geometriju postaje jasno kako cˇetiri zadane stra-
nice ne daju potpuno odreden cˇetverokut. Poveznica izmedu cˇetiri segmenta nije
stroga, a redoslijed kojim su postavljena cˇetiri dijela je vazˇan, tako da je situacija
mnogo slozˇenija. Ako su cˇetiri stranice zadane odredenim redoslijedom, potreban
je i kut izmedu pojedinog para: pet je podataka zapravo dovoljno. Naravno, druge
kombinacije ovih pet podataka mogu se istrazˇivati, a pitanje koliko je mnogo poda-
taka potrebno protezˇe se i na mnogokute s viˇse stranica.
4.2 Konstrukcije ravnalom i sˇestarom
Umjetnost konstruiranja geometrijskih likova koriˇstenjem ravnala i sˇestara te nje-
zina moderna pojava u softverima dinamicˇke geometrije do nas je dosˇla preko Grka
putem Euklidovih poucˇaka. Konstruiranje trokuta pomoc´u zadanih mjera uvodi
nas u ulogu kruzˇnica i sˇestara u crtanju zadanih duljina. Odredene standardne
konstrukcije koristan su alat koji treba imati na raspolaganju u istrazˇivanju geome-
trijskih svojstava. Kao i s konstruiranjem trokuta ucˇenicima treba postaviti izazov
da osmisle vlastite metode o kojima se mozˇe raspravljati i koje se mogu razradivati
umjesto da im se odmah ponudi postupak koji treba upamtiti.
Engleski Nacionalni kurikulum navodi cˇetiri konstrukcije, prikazane na Slici 29, s
kojima bi se ucˇenici trebali upoznati:
- konstrukcija simetrale stranice
- konstrukcija okomice iz tocˇke kroz pravac
- konstrukcija okomice iz tocˇke na pravac
- konstrukcija simetrale kuta
Ove se konstrukcije mogu uklopiti u mnosˇtvo zanimljivih problemskih zadataka.
Konstruiranje trokutu opisane kruzˇnice dobar je primjer izazova za ucˇenike kojim bi
samostalno rijesˇili problem. Prednost je zadatka koriˇstenje konstrukcija kako bi se
dobio vazˇan rezultat koji mozˇemo provjeriti koriˇstenjem srediˇsta da bi se nacrtala
kruzˇnica ili njegovim koriˇstenjem kao centra rotacije trokuta. Kako mozˇemo postic´i
da ucˇenici na ispravan nacˇin razmiˇsljaju o ovome? Dobra strategija rjesˇavanja pro-
blema promotriti je jednostavniji zadatak. U ovom slucˇaju je ocˇita polazna tocˇka
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Slika 29: Cˇetiri osnovne geometrijske konstrukcije
odredivanje kruzˇnice koja prolazi kroz dvije zadane tocˇke. Ovo vodi cˇinjenici da
sve kruzˇnice koje prolaze dvjema tocˇkama imaju srediˇste na simetrali duzˇine kojoj
su to krajnje tocˇke. Iz drugacˇije perspektive na njoj se nalaze tocˇke jednako uda-
ljene od dviju zadanih tocˇaka. Tada je jednostavno uvidjeti kako sjeciˇste simetrala
dvaju stranica trokuta daje srediˇste opisane kruzˇnice. Kako bi bili potpuno sigurni,
mozˇemo konstruirati i simetralu trec´e stranice te vidjeti kako doista prolazi istim
srediˇstem.
Jedna od velikih prednosti koriˇstenja softvera dinamicˇke geometrije s primjerom
poput ovog je, ne samo to da se opisana kruzˇnica mozˇe konstruirati kao provjera,
nego da se pocˇetni trokut mozˇe mijenjati povlacˇenjem jednog ili viˇse vrhova trokuta
kako je prikazano na Slici 30. Ovo poticˇe i dodatna pitanja kao sˇto je ono o znacˇaju
polozˇaja srediˇsta unutar ili izvan ili na jednoj od stranica trokuta.
Slika 30: Mijenjanje polozˇaja srediˇsta trokutu opisane kruzˇnice
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Ucˇenicima je potrebno mnogo vjezˇbe s tehnikama konstruiranja. One c´e biti ucˇinko-
vitije i viˇse c´e motivirati ucˇenike ako se pojavljuju u kontekstu gdje se tocˇni prikazi
(konstrukcije) crtaju sa svrhom, bilo da se istrazˇuju nizovi podataka potrebni za cr-
tanje trokuta i drugih mnogokuta, crtaju prikazi u mjerilu, karte i planovi, istrazˇuju
svojstva oblika ili proizvode mrezˇe za trodimenzionalne modele poput poliedara.
4.3 Sukladnost i dokaz
Opravdavanje konstrukcija koriˇstenjem ravnala i sˇestara zahtjeva pozivanje na
sukladnost trokuta. I ne samo to, usko je vezano uz donosˇenje zakljucˇaka o svoj-
stvima trokuta i cˇetverokuta i svojstvima simetrije i rotacije. Opc´enito recˇeno,
identificiranje sukladnih trokuta vazˇan je dio dokazivanja cijelog niza geometrijskih
svojstava razlicˇitih razina slozˇenosti.
Na najjednostavnoj razini mozˇemo promatrati jednakokracˇan trokut kojeg definira
par jednakih stranica iz cˇega slijedi kako je jednak i par kutova uz osnovicu. Ovo
se svojstvo mozˇe dokazati na dva nacˇina od kojih svaki koristi drugacˇiji slucˇaj suk-
ladnosti kako je i prikazano sa Slici 31. Oba se dokaza temelje na pokazivanju kako
su trokuti ABD i ACD sukladni. U prvom je trokutu tocˇka D poloviˇste stranice
BC cˇime se dobiva slucˇaj SSS, u drugom stranica AD raspolavlja kut BAC cˇime se
dobiva slucˇaj SKS. Cˇinjenica kako je svojstvo ocˇigledno cˇini upitnim je li to razumna
polaziˇsna tocˇka za primjenu ideje sukladnih trokuta. Ucˇenici u ranoj fazi trebaju
vidjeti primjere sukladnosti koji se koriste za izvodenje manje ocˇitih istina.
Slika 31: Dokazivanje da su kutovi uz osnovicu jednakokracˇnog trokuta jednaki
O svojstvima paralelograma i deltoida raspravljalo se u prethodnom poglavlju, ali
se nije pokusˇala napraviti razlika izmedu svojstava koriˇstenih u definiciji lika i iz-
vedenih svojstava. Postoji izbor koja c´e se smatrati definirajuc´ima i promiˇsljanje
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koje vodi odgovarajuc´im svojstvima ovisi o tom izboru. Na primjer, paralelogram
se mozˇe definirati kao cˇetverokut s parom jednakih i paralelnih nasuprotnih stra-
nica ili to mozˇe biti cˇetverokut kojemu su oba para nasuprotnih stranica paralelna
ili cˇetverokut kojemu su oba para nasuprotnih stranica jednaka. Kao sˇto je slucˇaj
i s primjerom jednakokracˇnih trokuta, druga c´e svojstva proizlaziti kroz pokaziva-
nje kako su dva trokuta dobivena ukljucˇivanjem dijagonale sukladna te nakon toga
promiˇsljanjem o trokutima koji c´e nastati ukljucˇivanjem druge dijagonale. Ista se
pitanja javljaju i s deltoidom iako tu postoji manje fleksibilnosti oko pocˇetne defi-
nicije.
Navedeni primjeri koji ukljucˇuju svojstva likova prilicˇno su apstraktni i mnogim
ucˇenicima neprirodni, tako da se mora voditi briga o tome da se ne ostavi dojam
kako se sukladni trokuti koriste samo za dokazivanje stvari koje su vec´ sasvim jasne.
Dva zanimljiva primjera prikazana su na Slici 32. Oni su povezani s jednostavnim
prakticˇnim situacijama i mogu se koristiti za procjenu nekih stvarnih udaljenosti.
Slika 32: Procjena sˇirine jezera i rijeke
U prikazu s lijeve strane na Slici 32 stranica AB je sˇirina jezera koja se treba proci-
jeniti. Odabiremo tocˇku C dostupnu s oba kraja jezera, mjerimo udaljenost stranice
AC i tada produzˇimo stranicu AC do E tako da je AC jednake duljine kao CE.
Slicˇno tome, mjerimo udaljenost BC i tada produzˇimo stranicu BC do D tako da je
BC jednake duljine kao CD. Duzˇina DE je tada jednake duljine kao AB i mozˇemo
ju izmjeriti kako bi dobili sˇirinu jezera. Ovo se mozˇe objasniti promatranjem trokuta
ABC i EDC gdje nam je zadano da je AC jednaka CE, BC jednaka je CD i kutovi
ACB i BCD jednaki su jer su vrsˇni kutovi. Trokuti su sukladni jer se podudaraju
u dvije stranice i kutu izmedu njih (SKS).
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Na desnom prikazu Slike 32 stranica AB je sˇirina rijeke koju treba procijeniti. A i
B su tocˇke na suprotnim obalama rijeke. Tocˇka C odabrana je na obali rijeke tako
da je kut BAC pravi. Udaljenost AC izmjerena je te je stranica AC produzˇena do
D tako da su AC i CD jednake duljine. Zatim je pronadena tocˇka E na okomici na
CD iz tocˇke D tako da se vrhovi B, C i E nalaze na istom pravcu. Duzˇine DE i
AB tada su jednake duljine sˇto slijedi iz sukladnosti trokuta ABC i DEC. Stranice
AC i CD jednake su, kutovi BAC i EDC pravi su, a kutovi ACE i ECD vrsˇni su
kutevi. Trokuti su sukladni jer se podudaraju u jednoj stranici i kutovima uz nju
(KSK).
Primjer koji trazˇi domiˇsljato rjesˇenje ukljucˇuje pronalazˇenje najmanje udaljenosti
izmedu dviju tocˇaka. Pricˇa kazˇe da su A i B dva broda usidrena u luci te je CD
zid luke. Problemski zadatak, prikazan na lijevom prikazu na Slici 33, otploviti je
od A do tocˇke P gdje treba pokupiti nekoga i odvesti ga do B tako da je prijedena
udaljenost najmanja moguc´a. Drugim rijecˇima, trazˇimo polozˇaj tocˇke P na CD
tako da ukupna udaljenost AP + PB bude minimalna.
Slika 33: Pronalazˇenje najmanje udaljenosti
Zadatak se rjesˇava zrcaljenjem tocˇke B obzirom na zid luke i spajanjem njezine
slike G s A. AG, koja je jednaka AP +PG, najkrac´a je udaljenost od A do G i P je
tocˇka gdje AG sijecˇe CD. Kako su trokuti PFB i PFG sukladni jer se podudaraju
u dvije stranice i kutu izmedu njih slijedi kako su PB i PG jednake duljine te je
AP + PB najmanja udaljenost.
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Slika 34 prikazuje kako se papirnati pravokutnik mozˇe presaviti da bi se dobio jedna-
kostranicˇan trokut koji lezˇi na osnovici pravokutnika. Prvi je korak presaviti papir
na pola vertikalno cˇime se dobiva simetrala kroz poloviˇste D osnovice AB. Tada
se radi drugo presavijanje kroz tocˇku A tako da tocˇka B pada na okomicu kroz D.
Ta je tocˇka na prikazu oznacˇena s C. Trokut ABC je tada jednakostranicˇan. Jasno
je kako su stranice AB i AC jednake duljine iz nacˇina na koji je papir presavijan,
ali moramo josˇ objasniti zasˇto su AC i BC jednake. Dva su trokuta ACD i BCD
sukladni jer im je stranica CD zajednicˇka, AD jednake duljine BD jer je D poloviˇste
stranice AB i kutovi ADC i BDC su pravi. Stoga su dvije stranice i kut izmedu
njih jednaki u svakom trokutu (SKS).
Slika 34: Jednakostranicˇan trokut nastao presavijanjem papira
Zanimljiv zadatak dobiven je spajanjem dviju plasticˇnih traka jedne duljine dvama
trakama druge duljine da bi se dobio paralelogram te njegovim presavijanjem kako bi
se dobio modificirani cˇetverokut sˇto je prikazano na lijevom prikazu Slike 35. Dvije
duzˇine AC i BD jednake su kao i oznacˇene stranice AD i BC. Zadatak je objasniti
zasˇto su duzˇine CE i DE jednake izbjegavajuc´i nejasne poveznice sa simetrijom.
Na prvi pogled mozˇe se cˇiniti da je ocˇit nacˇin pokazati da su trokuti AED i BEC
sukladni, ali direktno je moguc´e pokazati samo da je jedan par stranica jednake du-
ljine i jedan par kutova jednake velicˇine. Trebamo tri cˇinjenice. Vazˇno je napraviti
krive korake kod gledanja u problemski zadatak s ucˇenicima, bilo da se oni dobiju iz
prijedloga koje ucˇenici imaju ili da ih stvori ucˇitelj, jer ucˇenici trebaju vidjeti kako
rjesˇenja nisu uvijek odmah ocˇita i kako se moraju isprobati alternative dok se ne
pronade pravi put do rjesˇenja. Tajna rjesˇavanja geometrijskih zadataka cˇesto lezˇi
u povlacˇenju jedne ili viˇse dodatnih duzˇina danom liku. Pronalazˇenje prave duzˇine
koju treba dodati cˇesto je najkreativniji dio rjesˇenja i nije uvijek ocˇit. U ovom
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slucˇaju nije pretesˇko uvidjeti kako spajanjem C s D dobivamo dva sukladna trokuta
ADC i BCD. CD je zajednicˇka za oba trokuta, AC jednake duljine BD i AD jed-
nake duljine BC po pocˇetnim uvjetima zadatka. Tada slijedi kako su kutovi BDC
i ACD jednaki iz cˇega slijedi da je trokut CDE jednakokracˇan te je CE jednake
duljine kao DE sˇto je trebalo pokazati.
Slika 35: Jednakostranicˇan trokut nastao presavijanjem papira
Navedenih pet problemskih zadataka pokazuju raznovrsnost primjera gdje se pos-
tupak objasˇnjava povlacˇenjem poveznica sa sukladnim trokutima. Cˇinjenica da se
odnose na situacije koje su predstavljene kao problemi koje treba rijesˇiti ili postupci
za dobivanje nekog jasnog cilja daje vec´e znacˇenje i smisao kako ideji dokaza tako i
preko nje koriˇstenju sukladnih trokuta.
4.3.1 Van Schootenov poucˇak
Dokazivanje Van Schootenovog poucˇka dobar je primjer zahtjevnijeg problem-
skog zadatka gdje sukladni trokuti daju rjesˇenje koje je ocˇigledno i jednostavno
jednom kada se istakne, ali ga je tesˇko samostalno vidjeti. Na lijevom prikazu Slike
36 jednakostranicˇan trokut ABC upisan je u kruzˇnicu i P je proizvoljna tocˇka na
manjem luku AB. Poucˇak iznosi neocˇekivanu, ali ipak jednostavnu cˇinjenicu kako
je AP + PB = CP .
Kljucˇno je uocˇiti da kutovi APC i BPC iznose 60◦ jer su obodni kutovi nad is-
tim tetivama kao i kutevi ABC i BAC jednakostranicˇnog trokuta. Tajna brojnih
geometrijskih dokaza cˇesto lezˇi u tome da se prikazu dodaju jedna ili dvije duzˇine
kako bi se dobio par sukladnih ili slicˇnih trokuta. Na desnom prikazu Slike 36 pro-
duljena je duzˇina PB i povucˇen je pravac iz tocˇke C koji ju sijecˇe u tocˇki D tako
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Slika 36: Van Schootenov poucˇak
da kut DCP iznosi 60◦. Trokut DCP je tada jednakostranicˇan. Ako se ovaj pri-
kaz konstruira pomoc´u softvera dinamicˇke geometrije tocˇka P mozˇe se pomaknuti i
mozˇe se vidjeti trokut DCP koji nastaje rotacijom i uvec´avanjem izvornog jedna-
kostranicˇnog trokuta ABC.
Svrha konstrukcije napraviti je dva trokuta ACP i BCD za koje se mozˇe poka-
zati da su sukladni. Duzˇine AC i BC jednake su duljine jer su stranice pocˇetnog
jednakostranicˇnog trokuta. Oba kuta APC i BDC iznose 60◦ i kutovi ACP i BCD
oba iznose 60◦ minus zajednicˇki kut BCP . Slijedi kako su duzˇine AP i BD jednake
duljine tako da AP + PB = DP , stoga AP + PB = CP jer je DP jednake duljine
kao CP .
Naravno, postoje i drugi nacˇini dokazivanja poucˇka koji mogu biti krac´i, poput
koriˇstenja kosinusova teorema, ali postoji odredena privlacˇnost u dokazu kojeg mozˇemo
izravno vidjeti na slici jednom kada su dodane odredene duzˇine. Iako ga mozˇe biti
pomalo nespretno pretocˇiti u rijecˇi, dokaz je vrlo jasan i elegantan.
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Zakljucˇak
Pocˇetne faze ucˇenja geometrije trebaju osigurati ucˇenicima sposobnost prepoz-
navanja oblika i istrazˇivanje njihovih jednostavnijih svojstva uz ucˇenje vokabu-
lara te naziva za oblike i rijecˇi koriˇstenih za opisivanje svojstava oblika. Vizualna
privlacˇnost i prakticˇna istrazˇivanja koja su ukljucˇena u to cˇine ovu temu motivi-
rajuc´om. Dok ucˇenici istrazˇuju oblike i njihova svojstva, susrest c´e se s odgova-
rajuc´im jezikom i stec´ znanje o istima te postupcima za primjenu stecˇenog znanja
u rjesˇavanju problemskih zadataka. Iako c´e neki ocˇiti odnosi biti prihvac´eni kao
ocˇigledni, u srzˇi je geometrije da se rezultati dobiju razmiˇsljanjem i zato je vazˇno
koristiti eksperimentalni rad kao metodu kojom dolazimo do rezultata. Geomtrijski
se zadaci cˇesto cˇine zahtjevnima, ponekad nerjesˇivima, kada se ne vidi ocˇita ideja
ili se namec´e jednostavna ideja rjesˇenja koju je tesˇko izvesti. Vazˇno je raspravljati
o problemima i pomoc´i ucˇenicima da vide razlicˇite nacˇine na koje se pojavljuju
strategije rjesˇavanja i kako se otkrivaju netocˇni dijelovi dokaza. Uspjeh dolazi iz
kombinacije uvida razvijenog iskustvom i temeljitim znanjem potrebnih cˇinjenica i
postupaka. Najviˇse od svega, uspjesˇno ucˇenje ovisi, kao sˇto je slucˇaj i sa svakim
drugim dijelom matematike, o razvijanju shvac´anja kako je objasˇnjavanje i dokazi-
vanje necˇega vazˇno i kako je to poticajni dio ucˇenja matematike. Cilj je poucˇavanja
geometrije razvijanje ucˇenicˇkih vjesˇtina: razmiˇsljanja, pamc´enja vazˇnih cˇinjenica i
postupaka sˇto cˇini nuzˇan, ali ne i dostatan dio jer uspjeh u rjesˇavanju problemskih
zadataka i ispravnog dokazivanja rezultata ovisi o volji i sposobnostima pojedinog
ucˇenika. Ovo od ucˇenika zahtijeva da samostalno razmiˇsljaju i uvide da se uspjesˇno
usvajanje matematike ne temelji na pamc´enju cˇinjenica i postupaka. Razumijevanje
i primjena geometrijskih postupaka odlicˇno je sredstvo za ovakav pristup, jer geome-
trijske konfiguracije posjeduju intrigantno i privlacˇno svojstvo koje poticˇe znatizˇelju
i ohrabruje ucˇenike da sudjeluju na nastavnom satu. U konacˇnici bi geometrija kod
ucˇenika trebala razviti sposobnost deduktivnog razmiˇsljanja kao i moc´ vizualizacije
i geometrijske intuicije.
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Sazˇetak
Geometrija sluzˇi kao izvrstan medij za razvijanje matematicˇkog miˇsljenja kroz
rjesˇavanje problema i ucˇenje o vazˇnosti i izvodenju dokaza, uz to prikladna je i za
kreativan i istrazˇivacˇki rad. Podrucˇje je neizmjerno bogato teoremima i zanimljivim
problemima uz sˇto josˇ i posjeduje vizualnu privlacˇnost. Sve ovo cˇini geometriju
atraktivnim i izazovnim podrucˇjem za ucˇenje i poucˇavanje.
Cilj je ovoga rada kroz razne aktivnosti pod opc´im naslovima kao sˇto su prepozna-
vanje oblika, simetrija, kutovi, konstrukcije, poplocˇavanja ravnine i sukladnost po-
kazati kako svaki od njih daje moguc´nosti za ucˇenje vazˇnih rijecˇi, razvijanje kljucˇnih
ideja i poduzimanje koraka kako bi ucˇenici bili sposobni obrazlagati i objasˇnjavati
umjesto pogadati i pretpostavljati.
Ucˇenici trebaju iskusiti raznolikosti pristupa i uvidjeti razlicˇite nacˇine rjesˇavanja
geometrijskih problema (zadataka). Uspjesˇnost ovisi o stjecanju intuitivnog osjec´aja
za geometrijske oblike kroz odgovarajuc´e prakticˇne zadatke kako bi susˇtinska de-
duktivna priroda geometrije mogla proizac´i iz slicˇnosti s jednostavnim svojstvima i
relacijama.
Kljucˇne rijecˇi: kurikulum nastave geometrije, ucˇenje, poucˇavanje, simetrija, ku-
tovi, poplocˇavanja ravnine, konstrukcije, sukladnost
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Summary
Geometry serves as an excellent medium for developing mathematical thinking
through problem solving and studying about the importance and the derivation of
proofs, and is also suitable for creative and research work. The field is infinitely rich
with theorems and interesting problems and, in addition, possesses visual appeal.
All of this makes geometry an attractive and challenging field for studying and te-
aching.
The aim of this paper is to, through various activities under general headlines
such as the recognition of shapes, symmetry, angles, constructions, tessellations and
congruency, show how each one of them offers possibilities for learning important
words, developing key ideas and taking steps in order for the students to be able to
argue and explain instead of guess and assume.
The students have to experience the diversity of approaches and recognize diffe-
rent ways of dealing with geometrical problems (tasks). The success depends on
acquiring intuitive sense of geometrical shapes through suitable practical tasks in
order for the essential deductive nature of geometry to arise from resemblance to
simple properties and correlations.
Key words: geometry curriculum, learning, teaching, symmetry, angles, tessella-
tions, constructions, congruence
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